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Unter Benutzung des vollstindigen Ansatzes fiir den Zusammenhang zwischen der Schub-
spannung und dem Geschwindigkeitsgradienten wird durch eine plausible Festlegung der radialen
Verteilung des Mischungsweges und durch Einfithrung eines ,,Turbulenzgrades® als Anregungs-
gesetz fiir die turbulente Energie eine analytische Lésung hergeleitet, die das Strémungsverhalten
im glatten Rohr fiir alle Reynolds-Zahlen beschreibt. Diese Losung enthilt das Hagen-Poiseuille-
sche Gesetz der laminaren Stromung und das Prandtl-v.Kdrménsche Gesetz der turbulenten
Stromung als Grenzfille, gibt aber auch das Ubergangsgebiet recht gut wieder.

I. Problemstellung

Will man einen moglichst vollstindigen Uberblick
iiber die Arbeit gewinnen, die bisher auf dem Ge-
biet der Stromung in Rohren geleistet wurde, dann
empfiehlt es sich, sowohl die die technischen An-
wendungen betreffenden Lehrbiicher12 als auch die
der theoretischen Physik3 zu studieren. Danach er-
gibt sich das folgende Bild.

Die auf ReEy~NoLDs? zuriickgehende Erkenntnis,
daB man nicht nur das HaGEN-PoIisEuILLEsche Ge-
setz% 6 der laminaren Stromung, sondern die ge-
samte Stromungskennlinie als Beziehung zwischen
der Widerstandszahl 42 und der Reynolds-Zahl Re in
normierter Form darstellen kann, ist durch eine
Reihe von Messungen bestétigt worden 7-8.

SchlieBlich gelang es PRANDTL® 10 und v. KAR-
MAN11 eine verhaltnismaBig einfache analytische
Formel herzuleiten, die die Stromungskennlinie im
turbulenten Teil erstaunlich gut wiedergibt. Der
Gedanke, da3 diese gute Ubereinstimmung Zufall
sein konnte, liegt natiirlich nicht gleich auf der
Hand. Der Verfasser neigt jedoch zu der Ansicht,

1 B. Eck, Technische Stréomungslehre, Springer-Verlag,
6. Auflage, Berlin 1961.

2 (. PFLEIDERER, Die Kreiselpumpe fiir Flissigkeiten und
Gase, Springer-Verlag, 5. Auflage, Berlin 1961.

3 A. SOMMERFELD, Vorlesungen iiber theoretische Physik,
Bd. II, Akademische Verlagsgesellschaft Geest und
Portig, 5. Auflage, Leipzig 1964, § 38.

4 0. REy~oLps, Phil. Trans. Roy. Soc. London 174, 935
[1883]; 186, 123 [1895].

5 G. HaceN, Poggendorffs Ann. 46, 423 [1839].

6 J. L. PoisevuiLLE, C.R. Acad. Sci. Paris 11 [1840];

12 [1841].
7 T. E. StaxTON u. PANNEL, Phil. Trans. (A) 214, 199
[1914].

8 J. NIKURADSE, GesetzmiBigkeit der turbulenten Stro-
mungen in glatten Rohren, VDI-Forschungsheft 356
[1932].

daB dies hier in der Tat so ist. Denn beim Ubergang
von der in der vorliegenden Arbeit zu beschreiben-
den Losung zur Prandtl-v. Kdérmanschen Formel
als ihrer Asymptote begeht man zwei Fehler, die
sich oberhalb der kritischen Reynolds-Zahl weit-
gehend kompensieren.

Die Verhéltnisse sind im Ubergangsgebiet sicher-
lich verwickelter als sie die einfachen Ansitze von
Prandtl und v. Karman vermuten lassen. Es han-
delt sich hier offensichtlich um eine Anregung ener-
getisch hoherer turbulenter Zustéinde, was eine
Energiestatistik fiir die einzelnen Elementarberei-
che der Stromung erforderlich macht. Aufbauend
auf den Arbeiten von TAYLOR12, StMMONS und SAL-
TER13, v. WEIZSACKER!4 und HEISENBERG 15 wird
an einer derartigen Statistik der ,,Turbulenzele-
mente‘‘ noch gearbeitet16. Ein Gesetz dhnlich dem
fiir den Dissoziationsgrad bei der thermischen An-
regung von Molekiilen, das die statistische Vertei-
lung der laminaren und turbulenten Elementar-
bereiche angibt, ist jedoch nicht bekannt.

Da diese Untersuchungen recht kompliziert sind,
soll in der vorliegenden Arbeit mit Hilfe einiger

9 L. PrRaNDTL, Verhandlungen des 2. internationalen
Kongresses fir techn. Mechanik [1927].

10 L. PranDTL, Z. VDI 77, 105 [1933].

11 ThH. v. KARMAN, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1930, 58.

12 G.J. TayLor, Proc. Roy. Soc. London A 151, 421
[1935]; 164, 476 [1938].

13 L. F. Stmmons u. C. SALTER, Proc. Roy. Soc. London
A 165, 73 [1938].

14 C. F. v. WEIZSACKER, Z. Phys. 124, 614 [1948].

15 W. HEISENBERG, Z. Phys. 124, 628 [1948]; Proc. Roy.
Soc. London A 195, 402 [1948/49].

16 J. NeumMaNN, Phys. Fluids 10, Heft 9/IT [1967]: Proc.
Intern. Symposium on Boundary Layers and Turbulence
S 66.
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THEORETISCHE UNTERSUCHUNGEN ZUR STROMUNG IM GLATTEN ROHR

plausibler phidnomenologischer Ansitze eine voll-
stindige Beschreibung der Stromungskennlinie in
glatten Rohren gegeben werden.

II. Die Grundgleichungen

L sei die Linge des durchstromten Rohres, R sein
Radius, r die radiale Ortskoordinate. Ap ist die an-
gelegte Druckdifferenz und 7 die Schubspannung.
Das Kriftegleichgewicht ist bei stationdrer Stro-
mung gegeben durch die Gleichung

1 d Ap

T At L (1a)
oder integriert
Ap r
T="7" 9. (1b)

Der Zusammenhang zwischen der Schubspannung
und dem Geschwindigkeitsgradienten in radialer
Richtung dv/dr wird in der von PRANDTL® ange-
gebenen Form angesetzt:

dv dov \2

o ist die Dichte, n die Zéhigkeit des strémenden
Mediums. Der zweite Term der rechten Seite von
(2) beschreibt den turbulenten Zusatz zur Schub-
spannung. Dabei ist ! der sogenannte , Mischungs-
weg‘‘. Er beschreibt anschaulich etwa die Ausdeh-
nung der in Abschnitt I erwahnten Turbulenz-
elemente. Mit ¢ als der mittleren Geschwindigkeit
seien nun die folgenden normierten GroBen einge-
fithrt:

092 R

Re = - = = Reynolds-Zahl, (3a)
A= ;%%2— E,Lﬁ = Widerstandszahl , (3b)
u = r/R = relativer Radius, (3¢)
w = v/ = relative Geschwindigkeit, (3d)
s =l/R = relativer Mischungsweg . (3e)
Damit bekommt Gl. (2) die Form:
}AReu = —2 g:j + Res? (%1:-)- (4)
1 ol
AuBerdem ist: w(u) = — j du’ J:Jh(;u) : (5)

R
Da ¢ = (2/R?) 'fdr rv(r) ist, beschreibt die Gleichung
0

T 1
2jduuw(u) = — {duu2 =
d 3

W=l ©
0
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die Stromungskennlinie, also den Zusammenhang
zwischen 4 und Re.

Fiir das Verhiltnis von Maximalgeschwindigkeit
vo zur mittleren Geschwindigkeit ¥ bekommt man
schlieBlich noch:

1
’00/'5— 1= — J‘du(l =
0

%) 4 (7

III. Das Hagen-Poiseuille’sche Gesetz der
laminaren Stromung

Fiir s =0 folgt fir die laminare Strémung
aus (6): A+ Re =64 (8)

und aus (5):  w(u) =2(1 — u2); v/ = 2. 9)

IV. Das Prandtl-v. Karmansche Gesetz der
turbulenten Stromung 1% 11

Da an der Rohrwand eine laminare Grenzschicht
existiert, mufl der Mischungsweg an der Wand
gleich Null werden und von dort zur Rohrmitte hin
zunichst etwa linear ansteigen. AuBerhalb der la-
minaren Grenzschicht ist das erste Glied auf der
rechten Seite von Gl. (4) bei groSen Reynolds-
Zahlen vernachlassigbar. Da nur die wandnahen
Bereiche einen wesentlichen Beitrag zum Integral
(6) liefern, kann man auflerdem die Schubspannung

konstant halten. So bekommt man mit
l=xy, y= R —r = Wandabstand (10)

und u~1

aus (4):
$ Re )l = Rex2y? (315—)2 oder %1; = (1/%) ]/m -1y,

also w(y) = (/=) /A8 In(y/yo) . (11)
3
E!
l:
5T s
0/‘;“ l‘1“;0”"15

e ylpe—=

Abb. 1. Logarithmische Geschwindigkeitsverteilung bei
voller Turbulenz.
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Diese Losung fiir die Geschwindigkeitsverteilung
ist in Abb. 1 dargestellt. Da sie fir y—0 gegen — oo
geht, muB sie fiir y < y* = ey, durch die eingezeich-
nete Nullpunktstangente ersetzt werden. Aus Gl. (7)
ergibt sich zunéchst fir die Maximalgeschwindig-
keit vg:

R
- LYE[ 6o 0t
also vol# — 1 = (1/x) 2/8 - 3/2. (12)
Da aus (11) folgt:
w(y = R) = (1) )/2/81n(R[yo),
ergibt der Vergleich mit (12):
1/)/A = (1/)/8) In(Re~%2[yq). (13)

Dasselbe Ergebnis bekommt man aus Gl. (6) mit
Hilfe der Abb.1 fur den Grenzibergang yo — 0.
Gl. (13) beschreibt also die Stromungskennlinie,
wenn die GroBe yo festgelegt ist. Dazu kann man
folgendermaflen argumentieren:

Die wandnahen Bereiche wissen nichts von der
GroBe des Rohrradius R. Die einzige Léange, die bei
der Festlegung von yq eine Rolle spielt, muf} sich
aus den GroBen 7, p und 7 zusammensetzen. Setzt
man fiir diese charakteristische Linge [c an:

le=(1/)32) 2150 mit T4 =7(y=0), (14a)

dann bekommt man durch Dimensionsvergleich:

le = (1/)/32) (n/)Twe) = R|(Re 7).~ (14b)
So hat man fiir yy anzusetzen:
Yoed/2 = cole = co - R|(Re}/2) (15)

und bekommt fiir die Stromungskennlinie die For-
mel

1/)/A = (1/x /8) In(Re |/4/co) - (16)
¢o ist dabei wie » eine Konstante. Mit
=04 und ¢o= 2,51 (17)

kann man die Formel (16) optimal an die Messungen
anpassen. Die Prandtl-v. Kdérmansche Formel gibt
die Stromungskennlinie im turbulenten Bereich aus-
gezeichnet wieder (siehe Abb. 3), und auch die loga-
rithmische Geschwindigkeitsverteilung ist experi-
mentell bis in Achsennihe bestétigt10. Obwohl die
gute Ubereinstimmung wohl mehr Zufall ist, liegt
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die Bedeutung der Formeln (12) und (16) fir die
vorliegenden Untersuchungen darin, daf sie zwei
Grenzgesetze angeben, in die die herzuleitenden ge-
naueren Formeln fiir grofe Reynolds-Zahlen asym-
ptotisch tibergehen miissen.

V. Die allgemeine Losung

a) Voraussetzungen

Die Hauptschwierigkeit bei der Behandlung der
Gl (2) bzw. (4) liegt in der Festlegung des Mi-
schungsweges I. v. KARMAN11 hat zur Beschreibung
der Turbulenz eine Storgleichung hergeleitet und
durch Diskussion dieser Gleichung als Erweiterung
von (10) den folgenden Ausdruck fiir den Mischungs-
weg angegeben:

dv /d%
l=%'*d7 ’d;z', (18&)
der auch in der abgewandelten Form
ldv /. d 1 dv|
=% /" ra (18%)

noch heute benutzt wird17?:18, Setzt man voraus,
daB sich die Geschwindigkeitsverteilung in der Rohr-
mitte parabolisch verhalt

v =" — var2 4 v37r3 4 -+,

dann liefert der Ansatz (18a) fiir den Mischungs-
weg:

l=sr+---.
Der Ausdruck

vr = l(do/dr)

hat die Bedeutung der mittleren radialen Stor-
geschwindigkeit. Fiir diese ergibt sich dann:

vy ~ 12,

was im Widerspruch steht zu der plausiblen An-
nahme, dall », in der Rohrachse durch eine un-
gerade Potenz von r dargestellt wird. v. KARMAN11
bekommt bei der Diskussion des Ansatzes (18a)
dann auch eine Singularitét in der Rohrmitte. Die-
sen Schonheitsfehler des Widerspruchs in der plau-
siblen Symmetrievorstellung vermeidet der Ansatz
(18b). Dennoch scheinen diese Ansitze nicht viel
weiter zu fiihren als die einfache Prandtlsche Form

17 J. K. VENNARD, One Dimensional Flow, Handbook of
Fluid Dynamics, Sect. 3, S.3—15, McGraw-Hill Book
Co. Inc. New York 1961.

18 R. SCHRODER, VDI-Z. 110, 93 [1968].
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! =%y aus Gl. (10), weshalb T1EDT 19 in seinen Unter-
suchungen auch auf diese zuriickgreift. AuBlerdem
erscheint ein Ansatz dieser Art noch aus einem ande-
ren Grunde dem Verfasser bedenklich. Die Thermo-
dynamik irreversibler Prozesse20:21 liefert bei der

02
t B \\ o
N
x 0 4
N \\\
"
N\,
. v. Kdrmén N\
L
----- Dadnch und Nikuradse
- Wandtangente
(4] 1 1 1 1 Il I It 1 1
0 05 1

us=r/R——=

Abb. 2. Radiale Verteilung des Mischungsweges nach
v. KArMAN1! und DONCH22/NIKURADSE?23.

Herleitung der phinomenologischen Gleichungen
die Aussage, dafl der Spannungstensor eine Funk-
tion des Geschwindigkeitsgradienten ist. In diesem
Sinne ist Gl. (2) eine Entwicklung dieser Funktion
bis zum quadratischen Glied, wobei der vor dem
Quadrat des Geschwindigkeitsgradienten stehende
Koeffizient logischerweise von Geschwindigkeits-
gradienten unabhingig sein sollte. Hier soll deshalb
auf einen anderen Ansatz zuriickgegriffen werden,
der sich bereits bei PRANDTL 10 findet, ndmlich daB
der relative Mischungsweg s=1[/R eine Funktion
des relativen Radius w=r/R und der Reynolds-
Zahl Re ist, wobei fiir groe Reynolds-Zahlen der
relative Mischungsweg nur vom relativen Radius «
allein abhéngt:

s=q(u). (19)
Dabei ist zu fordern, daBl s am Rande gema8 (10)
auf Null abféllt. Man kann dann dw/du aus (4) be-

rechnen
dw u
o e e X —
du — §Rell—}—]/l—{— e2 L As2u
und bekommt fir die Stromungskennlinie aus (6):
1

11 fd W
Rei 8 ) Y14+ y1+ R2}istu
0

(20)

(21)

19 W. Tiept, Chemiker Ztg./Chem. Apparatur 90, 813
[1966]; 91, 17, 149, 299 [1967].

20 S. R. DE Groot, Thermodynamics of Irreversible Pro-
cesses, North Holland Publishing Comp. Amsterdam
1951, 1959.

21 J. MeixN¥ER u. H.G.REeik, Handbuch der Physik,
Bd. I11/2, Springer-Verlag, Berlin 1959.
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und fiir die Maximalgeschwindigkeit aus (7):

1
" 1=§Rel | du
6

_ud—w?)
14+ y1+ Re2} As2u *

(22)
Im folgenden wird zundchst untersucht, welche ra-
diale Verteilung des Mischungsweges bei groflen
Reynolds-Zahlen Gl. (21) in die Prandtl-v. Kdrmén-
sche Formel (13) und (22) in (12) tberfiihrt. Dann
wird eine analytische Losung hergeleitet. Zum
SchluB wird die Abhéingigkeit des Mischungsweges
von der Reynolds-Zahl beriicksichtigt. Dies ge-
schieht am einfachsten durch einen Produktansatz
fir den Mischungsweg :

8 =q(u)-g(Re). (23)
g (Re) ist dabei ein Faktor, der im Ubergangsgebiet
von Null auf Eins ansteigt. Er beschreibt also ge-

wissermafen den Turbulenzanteil der Stromung und
soll als ,,Tubulenzgrad‘‘ bezeichnet werden.

1

theoretische Kurven
====Prandti-v. Kérmén
xxxx Mmittlere exp. Kurve

,osi' L Lt 212l 1 i il 1 O
102 0° 10¢ 10°

Re ——

Abb. 3. Theoretische Stromungskennlinien fiir I/ R = (x/n)

+ (1 — u?) mit der Formel von PRANDTL und v. KARMAN

und einer Mittelkurve durch die Messungen von STANTON
und PANNEL?.

b) Bestimmung der radialen Verteilung
des Mischungsweges fiir volle Turbulenz

In Abb. 2 ist neben der radialen Verteilung des
Mischungsweges nach v. KARMAN1! noch diejenige
eingetragen, die von DONcH 22 und NIKURADSE 23 er-
mittelt wurde. Diese sieht recht plausibel aus und
regt dazu an, zunichst einmal den Ansatz

s = (%/n) (1 — un)

22 F. DoncH, Divergente und konvergente turbulente
Stromungen mit kleinen Offnungswinkeln, Diss. Géttin-
gen 1925, VDI-Forschungsheft 282 [1926].

23 J. NIKURADSE, Stromung des Wassers in konvergenten
und divergenten Kanilen, VDI-Forschungsheft 289
[1929].
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O Kurve 1
12+ - O Kurve 2 und 3
r CBB) e Kurve 4
- [s] xxxx mittlere exp. Kurve
i L B,
[
xny B
- x, x" o =5
[ | Tl X x B
N “"ax,
—
L i o X x@
| 107 ! [ L 8 1 B | y IO . O T8 %
L 10’ 10° 10°
Re —— =
i % Abb. 5. Die theoretischen Stromungskennlinien zu den
3 Verteilungen von Abb. 4.
5 a5t
|
\ =i
04t \
\
1
|
L \ 1
3 || 251
|
L \
: \
2 / 2
i 2 F laminare Stromung_ _ _ _ _ _ _ ==
Lo o T 3 f e |: \
0 0s 1 »®
us=r/R —
4
Abb. 4. Eine Auswahl von Radialverteilungen des Mischungs- 15
weges, die die gemessene Stromungskennlinie bei grofen
Reynolds-Zahlen richtig wiedergeben. [[TTTm=—e—
Prandtl-v. Karmap —~ ————=—=———1
zu versuchen und die Gl. (21) fiur verschiedene n 2
numerisch mit Hilfe einer elektronischen Daten-
verarbeitungsanlage zu integrieren. Das Ergebnis & ettt ';:7‘ EE—T

fur n=2, n=4 und n=15,5 zeigt Abb. 3. Dort
sind zum Vergleich die Prandtl-v. Karmansche For-
mel und eine Mittelkurve durch die Messungen von
StaNTON und PANNEL7, wie sie bei Eck1, Abb. 119,
aufgezeichnet sind, mit angegeben. Man sieht: erst
fir n=15,5 liegt die Kurve bei grolen Reynolds-
Zahlen richtig.

Natiirlich gibt es noch andere Verteilungen, die
die Messungen bei grolen Reynolds-Zahlen richtig
wiedergeben. Eine repréisentative Auswahl derarti-
ger Radialverteilungen des Mischungsweges zeigt
Abb. 4. Alle liefern etwa dieselbe Stromungskenn-
linie (Abb. 5). Sie unterscheiden sich jedoch wesent-
lich im Verhéltnis von Maximalgeschwindigkeit vg
zur mittleren Geschwindigkeit 4. In Abb. 6 sind
diese Werte zusammen mit der Prandtl-v. Karmén-
schen Losung nach Gl. (12) und dem laminaren

Re ———=

Abb. 6. Das Verhiltnis von Maximalgeschwindigkeit vo zur
mittleren Geschwindigkeit ¢ fiir die Verteilungen
von Abb. 4.

Wert vo/o = 2 aufgetragen. Man sieht, dall von allen
diesen Verteilungen des Mischungsweges nur die
Kurve Nr. 4 in die richtige Grofenordnung kommt.
Man braucht also eine Verteilung, die an der Wand
sehr bald von der Randtangente ! = »xy abbiegt und
dann nach einem flachen Zwischenstiick noch ein-
mal stark ansteigt. Abb. 7 zeigt einige Verteilungen,
die die geforderten Bedingungen erfillen (Abb. 8
und 9).

Diese Ergebnisse legen es nahe, zur Herleitung
einer analytischen Losung den folgenden Ansatz fiir
den Mischungsweg zu machen:



THEORETISCHE UNTERSUCHUNGEN ZUR STROMUNG IM GLATTEN ROHR

1(u/ug)m/'2
fir O0<u<u
mit m=—1,0,+1

o (Ug/u)l/2
fir w <u<usg

#(1 —u) ~ (%/2n) (1 — u2n)

fir we<u<1
und »=0,4.

q(u) = 1 (242)

mit uzwl

0 05 1
u=r/R —

Abb. 7. Einige weitere Radialverteilungen
des Mischungsweges.

Dabei ist
(%/27n) (1 — u22?) und
(24 D)

g2 = % (1 —ug) ~
q1 > g2 Juszfus .
In dieser Arbeit soll nur der Fall m =0, der einen

konstanten Wert fiir den Mischungsweg im achsen-
nahen Bereich beschreibt, untersucht werden. Die

Fille m = —1 und m= + 1 fithren zwar zu etwas
. * Kurve 5
r 2 O Kurve 6
107 O Kurve?
r b xxxx mittlere exp. Kurve
i 8
< [ % xx
- xl! !;1‘ iy .
| XX ,n“‘"“'x,g
—
L l"ﬁx,,‘
’o-.z e 1 bnbcedndadialil 1 I S )
10° 104 10°
Re

Abb. 8. Die theoretischen Stromungskennlinien zu den Ver-
teilungen von Abb. 7.
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« Kurve5
75 O Kurveéb
~T O Kurve?
====Prandtl-v. Kbrmdn

R B Y
» -___!__‘.____.___’ _____ I

, -

L A N DR " | 1 1 1 Kcaleiki
0’ 104 10%

Re

Abb. 9. Das Verhiltnis von Maximalgeschwindigkeit vg
zur mittleren Geschwindigkeit @ fir die Verteilungen von
Abb. 7.

einfacheren analytischen Ausdricken, sind aber
nicht so plausibel wie der Fall m =0, der allein ein
regulires Verhalten in der Achse kennzeichnet.
AuBerdem ist der Vorteil nicht so gro3, da3 er den
dreifachen Rechenaufwand, der zur Diskussion aller
drei Fille notig wire, rechtfertigt.

Die Integration der Gln. (21) und (22) mit Hilfe
des Ansatzes (24a, b) ist elementar. Die wichtig-
sten Schritte seien kurz skizziert:

Man braucht die Integrale

w2n—1
j'du 1+ Vl 1+ Re2} Ag2qu

fir n=1 und »n=2.

Im Bereich us <u <1 bekommt man mit Hilfe der
Substitution

z= Re [/Z/ggq ~ Re V)J_ng/2n (1 — u2n);

dz ~ — Re|/A[8gxu2r-1du; (25a)
29 = Re ]/i]Sg q2
und u ~ 1:
22
1 dz
Tn=TReyigys« | T+ /152 o)
0
e 3 T .2y *2 :
" Reyigy8x {1n(22 +VL+28) — i r zz}

Im Bereich u; < u < us hat man einfach:

Uz
1 (¢ u2n—1 - 1 fléni_}ff
vy s g ‘ Wy AT " el +yitar

(26)
Fir 0 <u <wu; wird die Integration etwas kompli-
zierter. Hier fithrt ¢ = ¢; = const. und die Substitu-
tion

R (2/8)qigu = w(w + 2);

R%(4/8) g3 g%u1 = w1 (w1 + 2) (27a)
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auf das Integral

w1y

1 n
In=14 wf"(u?i+2)2"Jd“'(“’ w4 2,
0

also
1 u?

T1="% (uwy + 202 (1+ ) s
1 ui

Jzzlm_ﬁﬂ( +3 2wttt wl) (27¢)

Fuhrt man hier noch statt w; die Variable ¢; ein

W. FRIE

durch die Substitutionen

z1= Re|/A|8gq Vur; tr=z/(1+ )1 + 212);
w1 = 2462/(1 —42), (28a)
dann ergibt sich:
1 Ui 1 o).
J1 T 2 ReyAgy8qiyus * (1 T3 tl)’ (28b)
1 up 1o 1., 154
ey ReVZgV8q1Vu1t1(1+ 54 ‘1+105‘1)'

(28¢)

So bekommt man, wenn man u3 und u$ mit Hilfe von (24b) umrechnet, fiir die Stromungskennlinie :

vlfﬁ;’;g{ln Y TTD+0 |4

und fiir das Geschwindigkeitsverhaltnis vo/o:

(1—u§)—2]+

xui

AN

=Vt [ ) et - e )

Dabei sind die folgenden Abkiirzungen benutzt:
z1= Re)/A[8q1 ]/ﬂg; zo = Re Vl]ngg; (31)
th =211+ Y1+ 2); 14+ )1+ 2%).

Diese Formeln sehen, verglichen mit dem Hagen-
Poiseuilleschen Gesetz (8) und der Prandtl-v. Kar-
manschen Formel (16), verhéltnisméaBig kompliziert
aus. Man muB sich jedoch klarmachen, daf} die in
eckige Klammern gesetzten Ausdriicke Konstanten
darstellen, die allerdings im folgenden noch fest-
gelegt werden miissen, und dal beim Einsatz elek-
tronischer Datenverarbeitungsanlagen der rechneri-
sche Mehraufwand gegeniiber den einfachen Grenz-
gesetzen (8) und (16) kaum merklich ins Gewicht
fallt.

Da % = 0,4 gesetzt wird und g bei voller Turbulenz
gleich Eins ist, bleiben in den Gln. (29) und (30) die

to = 2z2/(

u1 U2 /31 q2
0,773 0,9731 oo 10,779 - 10-3
0,78 0,9735 2,757 10,570 - 10-3
0.8 0,9753 0,7318 9,887 - 103
0,82 0,9771 0,4310 9,150 - 10-3
0,84 0,9791 0,3097 8,354 - 103
0,86 0,9813 0,2440 7,496 - 10-3
0,88 0,9836 0,2027 6,572 -10-3
0,90 0,9860 0,1742 5,582 -10-3
0,92 0.9887 0,1532 4,525-10-3
0,94 0,9915 0,1370 3,406 - 10-3
0,96 0,9944 0,1238 2,239 -10-3
0.98 0.9974 0,1126 1,059 - 10-3

Tab. 1. Parameter zur Radialverteilung des Mischungs-
weges nach Anpassung an die Grenzgesetze.

GroBen uy, g1 und gs als frei wiahlbare Parameter
ibrig. Verlangt man, daf} (29) und (30) fiir grofle
Reynolds-Zahlen in die Grenzgesetze (16) und (12)
iibergehen sollen, dann bekommt man zwei Bezie-
hungen zwischen diesen drei Gro8en. Es bleibt dann
nur noch ein freier Parameter, z.B. u;, tibrig. Diese
Abhingigkeit der GroBen ¢;, g2 und ug vom Para-
meter u; ist in Tab. 1 dargestellt.

c) Erweiterung auf den gesamten Stromungsbereich.
Einfiihrung des ,,Turbulenzgrades‘

Die Losung (29) gibt bei Verwendung der Para-
meter aus Tab. 1 und der Festlegung ¢ =1 nur bei
groBen Reynolds-Zahlen die Messungen richtig wie-
der. Bei mittleren Reynolds-Zahlen verlauft sie wie
die Kurven in den Abbildungen 5 und 8 oberhalb
der MeBkurve und geht erst bei extrem kleinen
Reynolds-Zahlen in den laminaren Zweig der Stro-
mungskennlinie iiber. Um eine bessere Ubereinstim-
mung zu erreichen, mull man berticksichtigen, daf3
der Mischungsweg auch von der Reynolds-Zahl ab-
héngt, denn unterhalb Re = 2000 mul} dieser prak-
tisch gleich Null sein. Dieses Ziel 1a8t sich durch den
Produktansatz (23) fiir den Mischungsweg erreichen.
g ist dabei eine GroBe, die im Ubergangsgebiet von
Null auf Eins ansteigt und als ,, Turbulenzgrad** be-
zeichnet werden soll. Bei der Herleitung eines physi-
kalisch sinnvollen Ansatzes fiir diesen Turbulenz-
grad g leisten die bereits in der Einleitung erwiahnte
Vorstellung, daB es sich bei dem Ubergang zur Tur-
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bulenz um eine Anregung hoherer Energiezustinde
handelt, und die Analogie zur thermischen Anregung
von Molekiilen gute Dienste. Ist ny die Anzahl der
Atome und n die Gesamtteilchenzahl pro Volumen-
einheit, dann lautet das Dissoziationsgesetz:

n2/(n — na) ~ (kT)*?exp(— Ep/kT). (32)

Dabei ist Ep die Dissoziationsenergie, und k7' re-
prasentiert die thermische Energie. Dieser thermi-
schen Energie entspricht im vorliegenden Fall be-
deutungsmifBig das Druckgefille Ap, das dimen-
sionsméfig eine Energie pro Volumeneinheit ist,
oder eine zu Ap proportionale Grofe. Da sich die
Stromungskennlinie allein als Beziehung zwischen 4
und Re darstellen 148t, liegt es nahe, den Parameter
Re?- ) ~ Ap dafiir heranzuziehen. Es sei also an-
gesetzt:

g/(1 —g) = [(B;A)*|A]exp(— E[RZ2). (33)

E und A sind dabei noch freie Parameter; fiir den
Exponenten « seien die Werte 1/2 und 1 vorgesehen.
Damit ergibt sich die folgende Aufgabenstellung:
Fir die in Tab. 1 zusammengestellten radialen Ver-
teilungen des Mischungsweges sollen jeweils fiir
o =1/2 und e =1 die Parameter £ und A so variiert
werden, daB die sich ergebende analytische Losung
durch den Punkt Pg in Abb. 11 geht und dort die
richtige Tangente hat. Von allen so optimierten
Kurven wird diejenige herausgesucht, die den ge-
samten Stromungsbereich am besten wiedergibt.
Dieses Konzept 148t sich bei Einsatz einer elektro-
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Abb. 10. Drei idealisierte Radialverteilungen des Mischungs-
weges zur analytischen Losung der Gln. (21) und (22).
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nischen Datenverarbeitungsanlage mit durchaus
endlichem Aufwand bewiltigen, wenn man syste-
matisch vorgeht. Da der Punkt Py durch den Para-
meter

Re? ) = 2,56 - 105 (34)

gekennzeichnet ist, empfiehlt es sich, die Gl. (33) zu
diesem Zweck wie folgt umzuschreiben:

g Re2) \x 2,56 - 105
T—g= 5(2;56 qﬁ) expy (1 - R??"f)} (28]

mit E=1y-256-105 und
A= (2,56-105)2/8-ev. (35Db)
o1 p
L a =1
008[ .
005!
™
003 o
Q02 xxxx mijttlere exp. Kurve
001 ! ! T R

3.10° 4.10° 5-10° 8-10° 10¢

Re ——

10° 2.10°

Abb. 11. Die theoretischen Stromungskennlinien zu den
Verteilungen von Abb. 10 nach Optimierung des Turbulenz-
grades g fur « = 1/2.

Damit erreicht man, daB § und y in der GroBen-
ordnung von Eins liegen. Hélt man g fest und vari-
iert y, dann schneiden alle Kurven die Gerade Re2 1
= 2,56 - 105 in einem Punkt, repriasentiert durch
g/(1 —g) = p. Man kann also zunéchst fiir beliebiges
y durch Variation von f erreichen, daf} die Kurve
durch den Punkt Py geht, und dann durch Variation
von y fiir die richtige Tangente sorgen. Abb. 10
zeigt drei repréisentative Verteilungen aus Tab. 1,
gekennzeichnet durch %; = 0,8, u; =09 und
u1 = 0,98. In Abb. 11 sind die nach dem eben ge-
schilderten Verfahren optimierten Kurven fir den
Exponenten o= 1/2 dargestellt. Die Kurve 9 gibt
zwar das Ubergangsgebiet befriedigend wieder, fillt
dann aber zu tief ab. Besser ist die Ubereinstim-
mung im Fall x=1 (Abb. 12). Hier findet man in
der Kurve 9 eine Losung, die den gesamten Stro-
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Abb. 12. Die theoretischen Stromungskennlinien zu den
Verteilungen von Abb. 10 nach Optimierung des Turbulenz-
grades g fir o = 1.

mungsbereich recht gut beschreibt. Sie ist gegeben
durch die Gln. (29), (30), (31), (33) bzw. (35a, b)
und die Parameterkombination :

w1 =0,9; ug=0,9860; ¢;=0,1742;
g2 =5,582-103; a=1; p=1/7; (36)
y=095; E=2432-105; A =6,932-105.

Setzt man diese Werte an Stelle der eckigen Klam-
mern in (29) und (30) ein, dann bekommt die so be-
stimmte Losung die Form:

1/}/4 = (0,8839/9) {ln (22 + Y1+ 29)
14,161 - 5 + 0,3069 - 11
g6
’ (1 t 1T 105)}’
vol5 — 1 = (0,8839/g) /A 10,6466 - t5 + 0,4901 - 1,
(1,19 -+ 0,505 - 2 - 0,054 - £} — 0,0077 - £8)} (37b)

(37a)

mit z; = 0,05843 - Re ]/ig; 29 =1,974-10-3- Re }/Ag
g/(1 — g) = (Re2 1/6,932 - 10%)

-exp(—2,432-105/Re2 ), (37¢)

tr=z/(1 + )1 +23); te=z/(1 + J/1+2B);
22+ 1 + 25 = (1 + t2)/(1 — t2).
Das Hagen-Poiseuillesche Gesetz ergibt sich hier-
aus durch den Grenziibergang g — 0, die Prandtl-
v. Kirmansche Formel entsprechend durch g — 1;
Re )/} — oo. Da die Werte von t; und ¢ zwischen

W. FRIE

0 und 1 liegen, variiert die innere Klammer in (37 a)
zwischen 1 und 8/7, in (37b) zwischen 1,19 und 1,74.
Diese Klammerausdriicke sind also nur wenig ver-
anderlich und konnen eventuell noch etwas ver-
einfacht werden.

1

theoretische Kurven
xxxx mittlere exp. Kurve
Os —=== Prandti-v. Kérmén

107 TR o M S NN 1
0? 10’ 10
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Abb. 13. Die endgiiltige theoretische Strémungskennlinie

zusammen mit der Mittelkurve durch die Messungen von

STaNTON und PANNEL? und der Formel von PRANDTL und

v. KArRMAN. Eingezeichnet sind auBerdem die theoreti-

schen Stromungskennlinien, die durch ¢ =1 und £ = 0
gekennzeichnet sind.

In Abb. 13 ist diese theoretische Stromungskenn-
linie noch einmal zusammen mit der Mittelkurve
durch die Messungen von STaANTON und PANNEL?
und der Prandtl-v. Karmanschen Formel abgebil-
det. Als Erginzung ist die Kurve eingezeichnet, die
durch den Turbulenzfaktor g =1 beschrieben wird,
und die Kurve, die sich fir £ =0, also

g/(1 — g) = Re21/6,932 - 105 (38)

ergibt. Es sei dabei erwahnt, da3 der untere Scheitel-
punkt der Stromungskennlinie bei Re = 2300 durch
den Turbulenzgrad g = 0,06, der obere Scheitelpunkt
bei Re = 3000 durch g= 0,23 gekennzeichnet ist. Erst
bei Re=>5-104 ist der Turbulenzgrad g =1 etwa er-
reicht. Damit wird der bereits in Abschnitt I er-
wéihnte Effekt deutlich. Setzt man in der genauen
Losung den Turbulenzgrad g gleich Eins, dann be-
kommt man eine wesentlich schlechter passende
Kurve. Geht man in der so vereinfachten Formel
aulerdem noch durch Re]/A — oo zur Asymptote
iiber, dann macht man einen zweiten Fehler, der
den ersten oberhalb Re = 3000 weitgehend kompen-
siert. Durch diesen Umstand bekommt die Prandtl-
v. Karmansche Formel einen Genauigkeitswert, der
ihr auf Grund der in ihr steckenden einfachen An-
nahmen eigentlich nicht zukommt.
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In Abb. 14 ist das Verhiltnis von Maximalge-
schwindigkeit v zur mittleren Geschwindigkeit @ als
Funktion der Reynolds-Zahl fir die drei Félle aus
Abb. 13 wiedergegeben. Eine Erganzung zu diesen

E=243210°

2

T 15

I
~
20

---- Prandtl-v. Karmdn

] L

10? 10’ 0* 10°
Re ———>
Abb. 14. Die zu den theoretischen Stromungskennlinien von

Abb. 13 gehorenden Geschwindigkeitsverhéltnisse vo/o.
Uberlegungen enthilt die Abb. 15. Bei der Diskus-
sion der Zusatzeffekte an Rohrverengungen, Rohr-
erweiterungen, Verzweigungen usw.l:2 spielen der
Impulsstrom f ovvdf und der Energiestrom

f $ov2udf
—df bezeichnet das Integral iiber den Querschnitt
— eine groB3e Rolle. Da z.B. der Impulsstrom nicht

— ol

.

Y3

E£:22,432-10°
/
b3

Tk

E=D

jeedog 5 ool sl L
102 10° 10 0°
Re ——=
Abb. 15. Die Korrekturfaktoren yx nach Gl. (39) fir den
Impuls- und den Energiestrom.

einfach gleich p 92 F gesetzt werden kann, ist die Ab-
héngigkeit der Korrekturfaktoren
R2
[ d(r2) vk 1
— O = | A2 e
0

ok

Yk = (39)
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von der Reynolds-Zahl von Interesse. Diese Bezie-
hung ist fir y5 und y3 in der Abb. 15 dargestellt.
Bei verhiltnismaBig kurzen Rohren machen die
Ein- und Ausstromeffekte einen wesentlichen Anteil
des Druckgefilles aus. Die Rohre werden weitgehend
turbulent durchstromt. Dabei hat die Druckerho-
hung denselben EinfluB auf das Verhéltnis £/4p in
Gl. (33) wie eine Erniedrigung der Anregungsener-
gie E. Deshalb ist die durch £ =0 gekennzeichnete
Losung die geeignete Grundlage zur Beschreibung
dieser Zusatzeffekte. Sie kann als Losung fir die
,,gestorte Rohrstromung‘‘ bezeichnet werden24.

VI. Zusammenfassung

Die Aufgabe, eine analytische Losung fir die
Stromungskennlinie und das Verhéltnis von Maxi-
malgeschwindigkeit vy zur mittleren Geschwindig-
keit ¢ herzuleiten, besteht in der Hauptsache in der
Festlegung des Mischungsweges [, der den turbulen-
ten Beitrag zur Schubspannung bestimmt. In der
vorliegenden Arbeit wird die Abhédngigkeit des Mi-
schungsweges von der radialen Ortskoordinate und
der Reynolds-Zahl durch einen Produktansatz be-
schrieben. Die Forderung, daf die theoretische Stro-
mungskennlinie und das Geschwindigkeitsverhalt-
nis vo/¢ in die von Prandtl und v. Kdrmén her-
geleiteten und experimentell bestitigten Grenz-
gesetze libergehen miissen, legt den radialen Anteil
des Produktansatzes fest. Der von der Reynolds-
Zahl abhingige Faktor dieses Produktes steigt im
Ubergangsgebiet zwischen laminarer Stréomung und
voller Turbulenz von Null auf Eins an und wird hier
,,Turbulenzgrad* genannt. Die Analogie zum Dis-
soziationsgrad als einem Ausdruck fiur die thermi-
sche Anregung hoherer Energiezustdnde fihrt auf
einen physikalisch sinnvollen Ansatz fiir diesen Fak-
tor. Die darin noch freien Parameter werden durch
optimale Anpassung der theoretischen Kurve im
Ubergangsgebiet an die von StanTON und PANNEL 7
gemessene Stromungskennlinie festgelegt. Obwohl
die hier benutzten phianomenologischen Ansétze in
u1, 2, q1, E, A und o sechs freie Parameter ent-
halten, fithrt das beschriebene Verfahren zur opti-
malen Anpassung an die Messungen zu einer ein-
deutigen Bestimmung aller GroBen. Der hier be-
schriebene Ansatz scheint daher also der einfachst
mogliche zu sein, der es erlaubt, die Stromungs-
kennlinie in solch guter Ubereinstimmung von Theo-
rie und Messung darzustellen.

24 W. FriE u. PH. JAGER, Z. Naturforsch., im Druck.



